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2. Motivation 

 

Zur Motivation soll die herkömmliche Art und 

Weise, wie Kerne und ihre Eigenschaften mit 

Hilfe des Schalenmodells beschrieben werden. 

Es wird dann gezeigt, dass für Kerne aus höhe-

ren Massenregionen zunehmend technische 

Probleme eine weitere Untersuchung limitieren. 

 

2.1. Das klassische Schalenmodell 
 

Im Schalenmodell wird ein Hamiltonian beste-

hend aus einer Einteilchen- und Kopplungs-

komponenten eingesetzt. Die Kopplung soll hier 

im weiteren Verlauf lediglich zwischen zwei 

Teilchen stattfinden. 

 

 

 

 

Zur Lösung wird ein Ansatz mit einem mittle-
ren Potential U und einer Restwechselwirkung, 

die als schwacher Störungsterm eingeht, 

durchgeführt, so dass der Hamiltonian separiert 

werden kann 

 

 

 

 

Das mittlere Potential ist hierbei entweder das 

Potential des harmonischen Oszillators, das 
Woods-Saxon-Potential, oder Ähnliches. Der 

Term Ĥ0 kann in dieser Form exakt durch Dia-

gonalisierung gelöst werden. 

 

Bildhaft wird das betrachtete System in einen 

inerten Kern und einen Valenzraum aufgespal-

ten. Im Kern befinden sich alle Teilchen auf 

abgeschlossenen Schalen und weshalb dort 

hohe Anregungsenergien nötig sind, während 

die Niveaus im Valenzraum nicht komplett ge-

füllt sind. Die Anregungsenergien sind hier 
niedriger, was dazu führt, dass die Restwech-

selwirkung hier den stärksten Einfluss hat und 

bei der Beschreibung niedrig liegender Ener-

gieniveaus nicht vernachlässigt werden kann. 

 

Abbildung 2.1 Schematische Darstellung des mittleren 

Potentials mit Auftrennung in Kern und Valenzraum. 

Um bei der Beschreibung des Problems automa-

tisch den fermionischen Charakter der Teilchen 

und das Pauli-Prinzip zu berücksichtigen, wird 

der Übergang in den Formalismus der 2. Quan-

tisierung eingeführt. 

 

 
 

 

Die Einteilchenquantenzahlen n, l, j, m und mt 

werden nun zu Sammelquantenzahlen α zu-

sammengefasst. a und a
†
 sind dabei die fermioni-

schen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. ε 

sind die Einteilchenenergien und V die ungekoppel-

ten Zweiteilchen-Matrixelemente, die von den je-

weils erzeugten und vernichteten Teilchen abhän-

gen. Zur Bestimmung dieser Matrixelemente wer-

den verschiedene Verfahren eingesetzt, die hier 

nicht näher erläutert werden. 

 

Der weitere Lösungsablauf ist durch die folgenden 

Schritte festgelegt: 

 

1. Wahl eines passenden Konfigurations-

raumes bestehend aus einer Anzahl Ns 

freier Einteilchenzustände (jeweils für 

Neutronen und Protonen) und einer 

Anzahl Nv an Valenznukleonen, die auf 

die Einteilchenzustände verteilt werden. 
2. Erzeugung einer Einteilchenbasis aus 

den Einteilchenzuständen 

 

 

3. Generierung von Slaterdeterminanten 

als direktes Produkt der Einteilchenzus-

tände 

 

 

4. Berechnung der Einträge der Hamil-

tonmatrix als Erwartungswerte des Ha-
milton-Operators zwischen den einzel-

nen Einteilchenzuständen 
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5. Diagonalisierung der Hamiltonmatrix 

 
Das Resultat der Diagonalisierung sind Eigen-

werte und Eigenvektoren, die die Lösung des 

Problems darstellen. 

 

2.2. Problematik 
 

Dieses Schema ist auf den ersten Blick recht 

einfach und ermöglicht ohne großen Aufwand 
auch die Berechnung von leichten Kernen. Je-

doch taucht mit zunehmender Massenzahl das 

Problem auf, dass die Dimension der Hamil-

tonmatrix so groß wird, dass eine Diagonalisie-

rung nicht mehr mit herkömmlichen Methoden 

durchführbar ist. Die Dimension der Hamil-

tonmatrix ist definiert durch die Anzahl an Sla-

terdeterminanten, die aus dem Modellraum 

gebildet werden können. Eine gute Näherung 

für die Dimension ist 

 
 

 

 

Am Beispiel des Kerns 60Zn mit der pf-Schale 

(Ns=20, Nv=10) als Modellraum ergibt sich 

eine Dimension von etwa 3.4x1010 Slaterde-

terminanten. Diese Anzahl kann durch Sym-

metrieüberlegungen zwar reduziert werden, 

jedoch wird der Gewinn schnell wieder kom-

pensiert, wenn der Modellraum leicht vergrö-

ßert wird. Heute können Matrizen mit einer 
Dimension von 105 bis 109 gut berechnet wer-

den. Darüber hinaus sind andere Methoden 

nötig, um das Problem zu lösen. Ein solcher 

Ansatz wird auf den folgenden Seiten beschrie-

ben. 

 

 

3. Das Schalenmodell mit Monte-Carlo 
Methoden 

 

Das Schalenmodell mit Monte-Carlo Methoden 

(oder englisch: Shell Model Monte Carlo, 

SMMC) wurde in den neunziger Jahren von 

W. E. Ormand, S. E. Koonin, D. J. Dean und 

K. Langanke entwickelt. 

 

3.1. Überblick 
 

Zunächst soll ein Überblick über den Lösungs-

weg gegeben werden, bevor die Details der 

einzelnen Schritte diskutiert werden. 

 

1. Übergang zur Betrachtung thermody-

namischer Erwartungswerte von Opera-

toren anstatt der Berechnung von Ener-

gieeigenwerten 
 

 

 

2. Behandlung der Zeitentwicklung des 

statistischen Operators in imaginärer 

Zeit 

 

3. Transformation des Hamilton-Operators 

auf eine Einteilchenform 

 

 
4. Linearisierung des Hamilton-Operators 

 

 

5. Lösen der aus der Transformation resul-

tierenden Integrale 

 

 

 

 

3.2. Thermodynamische Erwartungswerte 
 

Die Betrachtung thermodynamischer Erwar-

tungswerte impliziert die Berechnung von Ei-

genschaften der Kerne bei endlichen Tempera-

turen T. Dies ist ein wichtiges Merkmal des 

SMMC. Der in dieser Berechnung auftauchende 
statistische Operator 

 

 

enthält die inverse Temperatur β. Dieser Opera-

tor wird nun als Zeitentwicklung in imaginärer 

Zeit β=it aufgefasst. Grundzustandseigenschaf-

ten des betrachteten Kerns können somit z.B. 

durch die Grenzwertbetrachtung bei β=0 erhal-

ten werden. Weiterhin muss bei der Betrach-

tung realistischer Kerne darauf geachtet wer-

den, dass die Teilchenzahl im großkanonischen 
Ensemble während der Zeitentwicklung fluktu-

iert. Ein Übergang in das kanonische Ensemble 

ist mittels einer Projektion auf den Unterraum 

mit der festen Teilchenzahl A möglich. 
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3.3. Zeitentwicklung 
 

Die Behandlung der Zeitentwicklung ist der 

komplexeste Teil dieser Betrachtung. Vorab 

deshalb einige Bemerkungen zur Vorgehens-

weise. 

Die Anwendung der Zweiteilchenkomponente 

auf eine Slaterdeterminante führt aus dem be-

trachteten Modellraum heraus. Deshalb muss 
der Hamilton-Operator zunächst auf eine Form 

gebracht werden, die nur noch aus Einteilche-

noperatoren besteht. Die Zweiteilchenkompo-

nente wird zu diesem Zweck durch Einteil-

chendichteoperatoren ausgedrückt. Dies sind 

quadratische Einteilchenoperatoren. 

Weiterhin ist die Berechnung einfacher, wenn 

zusätzlich eine Linearisierung des quadrati-

schen Terms durchgeführt wird. Dies wird mit-

tels der Hubbard-Stratonovich-Transformation 

erreicht. 
 

Zunächst wird der Hamilton-Operator in JM-

gekoppelter Form betrachtet 

 

 
 

 

 

 

Die auftauchenden Operatoren AJM sind dabei 

Paarerzeuger und -vernichter. Die VJ sind die 

Zweiteilchen-Matrixelemente. 
Um die Kopplung zu Einteilchendichteoperato-

ren zu ermöglichen, wird die Pandya-

Transformation durchgeführt. Dabei werden 

die fermionischen Erzeugungs- und Vernich-

tungsoperatoren neu gekoppelt 

 

 

 

 

Die Zweiteilchenkomponente des Hamilton-

Operators separiert nun wieder in einen Ein-
teilchenoperator und einen Teil, der ein Pro-

dukt aus Einteilchendichteoperatoren enthält 

 

 

 

 

 

Die hier auftretenden Einteilchenenergien ε‘ 

und Teilchen-Loch-Matrixelemente EK haben die 

folgende komplexe Form, die aus der Transformati-

on resultiert 

 

 

 

 

 

 
 

 

Wichtig ist hier die direkte Abhängigkeit von 

den Zweiteilchenmatrixelementen. 

Es ist nun möglich, die Matrix EK zu diagonali-

sieren, um so den Hamilton-Operator auf eine 

diagonale Form zu bringen. Dies kann effizient 

mit Hilfe des Lanczos-Algorithmus durchge-

führt werden. Die resultierenden Eigenwerte 

und Eigenvektoren ersetzen nun die Matrix im 
Hamiltonian. Außerdem geht die Notation von 

der Beschreibung einzelner Teilchen und Lö-

cher (αγ), (βδ) über in die Beschreibung von 

Teilchen-Loch-Paaren i und j. In der Diagonal-

form taucht jedoch lediglich das i-te Paar auf. 

 

 

 

 

 

Um diesen Hamiltonian nun auf die gewünsch-
te quadratische Form zu bringen werden weite-

re Operatoren definiert 

 

 

 

 

 

 

Damit wird die Beschreibung der Zweiteilchen-

komponente des Hamiltonians durch eine dia-

gonal quadratische Form erreicht 
 

  

 

Diese Form wird im nächsten Schritt mittels der 

Hubbard-Stratonovich Transformation lineari-

siert. 

 

Die bisherige Beschreibung bezog sich nur auf 

Nukleonen im Allgemeinen und hat nicht be-

rücksichtigt, dass es Unterschiede zwischen 

Protonen und Neutronen gibt. Eine isospininva-
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riante Herleitung ist aber ebenfalls möglich. 

Infolge dessen tauchen noch Summationen 

über den Isospin auf und die Operatoren sind 

im Allgemeinen auch vom Isospin abhängig. 
 

3.4. Hubbard-Stratonovich Transformation 
 

Die Linearisierung geschieht durch Ausnutzung 

einer Gauss-Identität, die wie folgt definiert ist 

 

 

 
 

 

Die vom quadratischen Operator abhängige 

Exponentialfunktion geht über in ein Integral 

über ein Hilfsfeld ζ, das im gesamten Raum 

existiert. Integriert wird über einen gaussförmi-

gen Term und eine weitere Exponentialfunkti-

on, die den linearen Hamiltonoperator ĥ ent-

hält. Dieser Term enthält außerdem das Feld ζ 

und eine Phase s, die in Abhängigkeit vom Po-

tential negativ oder positiv sein kann. 
Diese Transformation kann als Übergang von 

einem System interagierender Zweiteilchen-

Potentiale in ein System unabhängiger Teilchen 

in einem fluktuierenden Feld interpretiert wer-

den. 

 

Der thermodynamische Erwartungswert geht 

nun über in 

 

 

 
 

und kann als eine Art gewichteter Mittelwert 

aufgefasst werden. Die Problemstellung wurde 

durch die Transformationen so verlagert, dass 

die Integrale ausgewertet werden müssen. Es 

besteht kein Zweiteilchenproblem mehr, da nur 

noch Einteilchenoperatoren auftauchen. Die 

Schwierigkeit besteht nun darin, dass die Integ-

ration über den gesamten Raum ausgeführt 

werden muss. 

 
Es ergeben sich für einen realistischen Vielteil-

chen-Hamiltonian weitere Probleme. Einerseits 

wurde bisher nur ein bestimmter Einteilcheno-

perator Ô betrachtet. Im Allgemeinen besteht 

der Hamiltonian jedoch aus vielen verschiede-

nen Operatoren 

 

so dass eine Summation über die Teilchenzahl 

eingeführt werden muss. 

Diese verschiedenen Operatoren vertauschen 

im Allgemeinen nicht. Dies wird jedoch im 
SMMC nicht beachtet. Der entstehende Fehler 

ist von der Ordnung β² und damit abhängig von 

der Länge des Zeitschritts der Zeitentwicklung. 

Um den Fehler möglichst gering zu halten wird 

die Zeitentwicklung in viele kleine Intervalle 

aufgespalten, die nacheinander durchgeführt 

werden. 

 

 

Für jeden Zeitschritt muss die Linearisierung 

einzeln durchgeführt werden, so dass der Zeit-
entwicklungsoperator die folgende Form an-

nimmt 

 

 

 

 

Werden alle Komponenten zusammengefügt, so 

lässt sich der thermodynamische Erwartungs-

wert bei fester Teilchenzahl kompakt schreiben 

als 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dabei werden alle Integralmaße zu Dζ zusam-
mengefasst. Außerdem wird das Gewicht des 

Integrals als Wζ definiert. Zur Lösung müssen 

die Integrale ausgewertet und das Verhältnis 

gebildet werden. Diese Aufgabe ist wegen der 

hohen Dimension des Raums auf dem integriert 

wird nicht einfach. Eine näherungsweise Lö-

sung der Integrale ist daher angebracht. Die 

Monte-Carlo Integration ist eine solche Metho-

de. 

 

3.5. Monte-Carlo Integration 
 

Die Monte-Carlo Integration basiert darauf, das 

Integral nur an den Stellen auszuwerten, die 

einen signifikanten Beitrag leisten.  
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Dazu wird eine Wahrscheinlichkeitsdichte 

 

 

 
 

definiert, die die Gewichte Wζ enthält. Wenn 

aus dieser Verteilung Zufallszahlen generiert 

werden, so reduziert sich die Lösung der Integ-

rale näherungsweise auf eine Summation der 

Form 

 

 

 

Der Vorteil bei dieser Methode ist, dass die Un-

sicherheit mit der der Wert des Integrals be-
kannt ist, mit zunehmender Anzahl an Stütz-

stellen abnimmt. 

 

Die Stützstellen werden mit Hilfe des Metropo-

lis-Algorithmus erzeugt. Dies ist eine Art Ran-

dom Walk Algorithmus. Es wird ein beliebiger 

Startpunkt ζ0 gewählt, von dem aus iterativ 

Versuchsschritte mit der Schrittweite δ durch-

geführt werden. Jeder Versuchsschritt wird 

einem Test unterzogen und dann entweder 

verworfen oder akzeptiert. Das Annahmekrite-
rium ist 

 

 

so dass der Versuchsschritt auf jeden Fall ak-

zeptiert wird, wenn der Beitrag des Integrals 

nach dem Schritt größer wird. Ist r<1, so wird 

der Schritt mit einer Wahrscheinlichkeit r ak-

zeptiert und ansonsten verworfen. Die Schritt-

weite δ kann so angepasst werden, dass im Mit-

tel die Hälfte der Schritte akzeptiert werden. 

 
Ein wichtiger Punkt hierbei ist, dass die gene-

rierten Samples nicht unabhängig von einander 

sind. Die Korrelationslänge ist vom jeweiligen 

Problem (z.B. Dimension, Hamiltonian,…) ab-

hängig. Um die Korrelation aufzuheben, kann 

eine Anzahl Zwischenwerte generiert werden. 

Genauso kann die Abhängigkeit vom Start-

punkt verringert werden. Dafür werden zu Be-

ginn eine Anzahl Samples generiert, die nicht 

für die Berechnung des Integrals verwendet 

werden. Dieser Prozess heißt „thermalisieren“. 
 

An diesem Punkt ist die Beschreibung der Mon-

te-Carlo Methoden abgeschlossen. Die Integrale 

können nun berechnet werden, so dass ther-

modynamische Erwartungswerte gebildet wer-

den können. Jedoch soll noch kurz auf ein wei-

teres wichtiges Problem eingegangen werden. 

 

3.6. Das Vorzeichenproblem 
 

Bisher wurde angenommen, dass das Gewicht 

des Integrals im gesamten Raum positive Werte 

aufweist. Dies erweist sich bei der Betrachtung 

eines realistischen Hamiltonians allerdings als 

falsch. Oft ist das Gewicht zu einem großen 

Teil negativ. 

Damit aber die Monte-Carlo Integration ange-
wendet werden kann, muss das Vorzeichen des 

Integralgewichts im Mittel nahe an +1 liegen. 

Wenn das Vorzeichen stark fluktuiert, kann das 

Integral nicht sinnvoll ausgewertet werden und 

die Näherung gilt nicht. 

 

Die realistischen Hamilton-Operatoren lassen 

sich deshalb in zwei Klassen einteilen. Problem-

lose Operatoren beschreiben etwa gg-Kerne mit 

negativem Potential und uu-Kerne auf der 

N=Z-Achse. Problematische Operatoren be-
schreiben gu- oder ug-Kerne und enthalten 

Potentiale mit positivem Vorzeichen. 

 

Um dieses Problem zu umgehen existiert die 

Möglichkeit, den problematischen Hamiltonian 

in einen ‚guten‘ und einen ‚schlechten‘ Teil 

aufzuspalten 

 

 

 

 
 

 

Im nächsten Schritt wird ein neuer Parameter g 

eingeführt, der die beiden Teile wieder 

verbindet 

 

 

Dieser Hamiltonian wird nun für verschiedene 

Werte von g für g<0 berechnet. Die daraus 

resultierenden Datenpunkte werden durch eine 

polynomische Funktion angepasst und zu g=1 
extrapoliert, was dem ursprünglichen Hamil-

ton-Operator entspricht. 

 

Als Beispiel ist dieses Vorgehen hier am Kern 
54Fe zu sehen 
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Abbildung 3.1 Extrapolation zu g=1 für verschiedene Ope-

ratoren am Beispiel des Kerns 54Fe. 

 

 

4. Anwendungsbeispiele 

 

 

Es folgen einige Beispiele, die die Anwendung 

des SMMC demonstrieren. 

 

4.1. Bindungsenergien 
 
Zunächst wurden Bindungsenergien in der 

Massenregion von A=44 bis A=66 für ver-

schiedene Kerne berechnet und mit experimen-

tellen Daten verglichen. Die Rechnungen wur-

den mit der pf-Schale als modellraum durchge-

führt. 

 

Abbildung 4.1 Vergleich der berechneten Massendefekte 

mit experimentellen Daten. 

Die beobachtete mittlere Abweichung ist 

500 keV bei Bindungsenergien von bis zu 

70 MeV. Die Ergebnisse der Rechnungen sind 

also in guter Übereinstimmung mit den Mess-
daten. Weiterhin wurden Rechnungen in höhe-

ren Massenbereichen mit einem ähnlich guten 

Ergebnis durchgeführt. Dazu wurde für die 

Rechnungen noch das g9/2-Orbital hinzuge-

nommen. 

 

4.2. Thermische Eigenschaften 
 
Mit SMMC können ohne weiteren Aufwand 

auch Eigenschaften von Kernen bei endlichen 

Temperaturen berechnet werden. Als Beispiel 

ist hier die Abhängigkeit der Wärmekapazität 

einiger N=40 Isotone von der Temperatur zu 

sehen 
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Abbildung 4.2 Einfluss von Pairing auf die 

Wärmakapazität der N=40 Isotone bei niedrigen Tempe-

raturen. 

 

Für die Rechnungen wurde ein Hamiltonian 

mit QQ-Wechselwirkung und einem abschalt-

baren Pairingterm verwendet. Es ist gut zu er-

kennen, dass das Pairing einen starken Einfluss 

auf die Wärmekapazität bei niedrigen Tempera-

turen hat. 

 

4.3. Doppelter Betazerfall 
 

Eine weitere interessante Anwendung ist die 

Beschreibung des doppelten Betazerfalls. Dabei 

geht ein Kern, der normalerweise nicht zu Be-

tazerfall fähig ist, direkt in einen Kern mit 

Z*=Z+2 über und emittiert zwei Elektronen 

und Elektronantineutrinos. 

 
 

Es wird allerdings auch ein neutrinoloser Zer-

fall postuliert, der auftreten kann, falls das 

Elektronneutrino sein eigenes Antiteilchen, also 

ein Majoranateilchen, ist. Dies würde jedoch 

zur Leptonenzahlverletzung führen. Experimen-

tell werden große Anstrengungen mit leistungs-

fähigen und großen Ge-Detektoren unternom-

men, um Hinweise auf diesen alternativen 

Übergang zu finden. 

Mit SMMC-Methoden konnte das Matrixele-
ment für den doppelten Betazerfall in guter 

Übereinstimmung mit dem Experiment berech-

net werden, allerdings gibt es noch keine Hin-

weise auf einen neutrinolosen Zerfall. 

 

4.4. Gamow-Teller-Übergänge und 
Elektroneneinfang 

 

Der Gamow-Teller-Operator beschreibt gleich-

zeitig einen Spin- und Isospinflip. Experimen-

telle Messungen ergeben eine stark fragmen-

tierte Stärkeverteilung dieses Operators (gestri-

chelt) 

 

 
 

Die Rechnungen im SMMC liefern als Ergebnis-

se Schwerpunkte und Breiten dieser Stärkever-

teilungen (durchgezogene Linien). Auch hier ist 

eine gute Übereinstimmung zum Experiment zu 

sehen. Allerdings werden z.T. Ausläufer zu ho-

hen Energien unterschätzt. 

 

Weiterhin ist durch die genaue Kenntnis von 

Elektroneneinfangraten eine bessere Beschrei-

bung von Supernovae möglich. Im Vergleich 

zum Independent Particle Model (IPM) ist mit 
SMMC auch die Bestimmung von EC-Raten bei 

Kernen jenseits von N=40 möglich.  

 

    eeAZAZ 22,2,  
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5. Zusammenfassung 

 

Es wurde anhand des klassischen Schalenmo-

dells die Problematik der vielen Dimensionen 

diskutiert, die dazu führt, dass für schwerere 

Kerne die Berechnung nicht möglich ist. 

 

Durch die Betrachtung thermodynamischer 

Erwartungswerte und der Zeitentwicklung in 

imaginärer Zeit kann die Auswertung des Ha-

miltonians näherungsweise auch mit bisher 

unerreicht großen Modellräumen durchgeführt 
werden. 

 

Dazu wird die Zweiteilchenkomponente des 

Hamiltonian in Einteilchendichteoperatoren 

zerlegt und anschließend mit Hilfe der Hub-

bard-Stratonovich Transformation linearisiert. 

 

Zum Lösen der auftretenden Integrale wird auf 

die Monte-Carlo Integration unter Verwendung 

des Metropolis-Algorithmus zurückgegriffen. 

 
Zum Schluss wurde noch ein einfacher Lö-

sungsweg für das Vorzeichenproblem bei realis-

tischen Hamiltonians erläutert. 

 

Die Wirkung und Nützlichkeit des SMMC wur-

de an mehreren Beispielen gezeigt. 

 

6. Ausblick 

 

In Zukunft werden Rechnungen mit noch grö-

ßerem Modellraum möglich sein, um weitere 

Kenntnisse über Eigenschaften der Dipolriesen-

resonanz, das Verhalten von Kernen bei Tem-

peraturen über 1.5 MeV und den Einfluss der 

Schwerpunktsbewegung zu erhalten. 
 

Weiterhin werden weitere Anstrengungen un-

ternommen, das Vorzeichenproblem zu umge-

hen, um z.B. die Behandlung von uu-Kernen 

unterhalb von 800 keV zu ermöglichen. 

 

Außerdem werden realistischere EC-Raten und 

Matrixelemente für den doppelte Betazerfall für 

weitere Kerne bestimmt werden. Tests für die 

Modelle IBM und RPA sind auch möglich. 

 

 


